
10 べき級数 (整級数)

点 0を中心とするべき級数:

∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · · (1)

べき級数 (1)の収束性は以下の 3つの場合に限られることが知られている.

(A) 任意の x ∈ (−∞,∞)に対して絶対収束する.

(B) ある R ∈ Rが存在して, |x| < Rなる任意の xに対して絶対収束し |x| > Rなる任意の xに対して発散.

(C) x = 0のときのみ収束し x ̸= 0のときは発散.

補注 1-1. 各項の絶対値を取った級数
∑∞

n=0 |anxn| =
∑∞

n=0 |an||x|n が収束するとき, 絶対収束という. べき

級数が絶対収束するならば (普通の意味で)収束する.

補注 1-2. (B)において, |x| = R, すなわち x = ±Rのときの収束性は, べき級数によってまちまちである.

補注 1-3. (B)の実数 Rを, そのべき級数の収束半径という. (A)のときは収束半径∞, (C)のときは収束半径

0と約束する. このように, すべてのべき級数に収束半径と呼ばれる実数 (または∞)を定めることにする.

補注 1-4. べき級数 (1)は, (A)または (B)のとき,その収束域 ((−∞,∞), (−R,R), [−R,R), (−R,R], [−R,R]

のいずれか)を定義域とし, 級数の和を値に取る実数値 1変数関数とみなせる.

参考. 一般に, 点 aを中心とするべき級数は

∞∑
n=0

an(x− a)n = a0 + a1(x− a) + a2(x− a)2 + a3(x− a)3 + · · · (2)

で与えられる. べき級数 (2)の収束性は, (1)のときと同様, 以下の 3つの場合に限られ, 収束半径も同様に定義

される: (a) 任意の x ∈ (−∞,∞)に対して絶対収束する. (b) ある R ∈ Rが存在して, |x− a| < Rなる任意の

xに対して絶対収束し |x− a| > Rなる任意の xに対して発散. (c) x = aのときのみ収束し x ̸= aのときは発

散. (参考終)

例 1. 高校で既習の「初項 1, 公比 xの等比級数 (幾何級数)の和」より

∞∑
n=0

xn = 1 + x+ x2 + x3 + · · · =


1

1− x
, |x| < 1

発散, |x| ≥ 1
(3)

が成り立つ. これは上の (B)に相当し, 収束半径は R = 1である.

次のような見方も重要: 「有理関数 1/(1− x)は, 開区間 (−1, 1)において, べき級数
∑∞

n=0 x
n に展開される.」

以下の図は, 曲線 y = 1/(1− x)にm次曲線 Cm : y =
∑m

n=0 x
n (m = 2, 3, 4)のグラフを重ね合わせたもの.
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定理 10.1. べき級数
∑∞

n=0 anx
n について, 極限

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = r (ダランベールの判定法) または lim
n→∞

|an|
1
n = r (コーシーの判定法) (4)

が存在するとき (0 ≤ r ≤ ∞), 収束半径は R = 1/r である. ただし, 1/0 = ∞, 1/∞ = 0と定める.

例 2.
∑∞

n=1 x
n/n2 について, ダランベールの判定法より r = 1 となるので, R = 1. すなわち, |x| < 1

のとき収束し |x| > 1 のとき発散する. 例 1 と異なり, x = ±1 のときはいずれの場合も収束する. 実際,∑∞
n=1 1/n

2 = π2/6,
∑∞

n=1(−1)n/n2 = −π2/12となることが知られている.

例 3.
∑∞

n=0 x
n/n!について, ダランベールの判定法を用いると r = 0となるので, R = ∞.

定理 10.2. べき級数
∑∞

n=0 anx
n の収束半径が Rならば, 次のべき級数の収束半径も Rである:

∞∑
n=1

nanx
n−1 = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + 4a4x
3 + · · · . (5)

定理 10.3 (項別微分). べき級数 f(x) =
∑∞

n=0 anx
n の収束半径が Rならば, f(x)は (−R,R)で微分可能で,

その導関数 f ′(x)は次のべき級数と一致する:

∞∑
n=1

nanx
n−1 = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + 4a4x
3 + · · · . (6)

例 4. 例 1より f(x) =
∑∞

n=0 x
n の収束半径は R = 1であった. よって, f(x)は (−1, 1)で微分可能で

f ′(x) =

∞∑
n=1

nxn−1 = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + · · · (7)

が成り立つ. 一方, 開区間 (−1, 1) においては f(x) = 1/(1 − x) であるから, これを直接微分すると f ′(x) =

1/(1− x)2 となる. よって, 合わせると

1

(1− x)2
=

∞∑
n=1

nxn−1 = 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + · · · (x ∈ (−1, 1)) (8)

が成り立つ. (関数 1/(1− x)2 の点 0のまわりのテイラー展開である)

系 10.4 (項別積分). べき級数 f(x) =
∑∞

n=0 anx
n の収束半径が Rならば, 任意の x ∈ (−R,R)に対して積分∫ x

0

f(t) dtは次のべき級数と一致する:

∞∑
n=0

an
n+ 1

xn+1 = a0x+
a1
2
x2 +

a2
3
x3 +

a3
4
x4 + · · · . (9)

例 5. 例 1より f(x) =
∑∞

n=0 x
n の収束半径は R = 1であった. よって, 任意の x ∈ (−1, 1)に対して∫ x

0

f(t) dt =

∞∑
n=0

1

n+ 1
xn+1 = x+

1

2
x2 +

1

3
x3 +

1

4
x4 + · · · (10)

が成り立つ. 一方, 開区間 (−1, 1)においては f(x) = 1/(1− x)であるから, これを直接積分すると∫ x

0

f(t) dt =

∫ x

0

1

1− t
dt =

[
− log |1− t|

]x
t=0

= − log(1− x) (11)

となる. よって, 合わせると

log(1− x) = −
∞∑

n=0

1

n+ 1
xn+1 = −x− 1

2
x2 − 1

3
x3 − 1

4
x4 − · · · (x ∈ (−1, 1)) (12)

が成り立つ. (関数 log(1− x)の点 0のまわりのテイラー展開である)
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